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 ملخـص

 
ِٕز اٌغز١ٕبد اهؼبء اٌشذ  رُ اعزوّبٌُٙ فٟ .  إْ اهؼبء اٌشذ هشفٛا ِٕذ هششاد اٌغ١ٕٓ ؽ١ضش  اعزوٍّٛا ثٕغبػ فٟ اعزمشاس إٌّؾذساد اٌظخش٠خ 

اٌّجذأ الأعبعٟ ٠زّضً لٟ ؽشذ ؽغُ ِو١ٓ ٌٍزشثخ ٚاٌومجخ الأعبع١خ فٟ فُٙ ٘زٖ ا١ٌ٢خ  رزّضً فٟ  اٌوذد اٌىج١ش . اٌزشثخ اٌغٍٙخ ثبعزوّبي اٌؼخ

 ٘زا اٌوًّ ٠مذَ ٔزبئظ دساعخ ٔلش٠خ .؛ صا٠ٚخ الاؽزىبن ٚاٌزّذد٠خ ؛خظبئض ِلاؽ اٌؼخ أثوبد اٌضمٛة ؛ ِمبِٚخ اٌفٛلار ؛ ِمبِٚخ اٌزشثخ : ٌٍّزغ١شاد

ثوذ اٌّمبسٔخ .هٍٝ إٌلش٠خ اٌؾشو١خ ٌٍزؾ١ًٍ الألظٝ فٟ ؽبٌخ ِو١بس وٌْٛٛ   اٌّزّضً  فٟ رؾذ٠ذ ّٔٛرط ِجٕٟ رشثخ دسٚسحٌزظشف أهؼبء اٌشذ فٟ 

ث١ٓ إٌزبئظ  اٌّزؾظً ه١ٍٙب هٓ ؿش٠ك اٌزمش٠ت إٌلشٞ ٚاٌزمش٠ت الاخزجبسٞ  ٠غزٕزظ  أْ ّٔٛرط الأمظبف اٌّزؾظً ه١ٍٗ ؽٛي هؼٛ اٌشذ لش٠ت 

 .ِٓ اٌؾم١مخ

 

ع١ٛرى١ٕه- اٌزؾ١ًٍ الألظٝ - إٌلش٠خ اٌؾشو١خ -   ّٔٛرط أهؼبء اٌشذ:   المفتاحية الكلمات  

 
Résumé  

 

Les tirants d‟ancrages sont connus  depuis plusieurs dizaines d'années. En particulier, ils sont souvent appliqués 

avec succès pour la stabilisation des talus rocheux. Depuis les années 60, les tirants d‟ancrage sont utilisés dans 

les terrains meubles par utilisation de l'injection. Le principe de base consiste à mobiliser un certain volume du 

terrain, la difficulté principale dans la compréhension d‟un tel mécanisme réside dans le nombre élevé de 

variable : Résistance du sol, résistance de l‟acier, dimensions des perforations, caractéristique du coulis 

d‟injection, angle de frottement et dilatance. Ce travail présente les résultats de l‟étude théorique du 

comportement des tirants d‟ancrage dans un sol pulvérulent qui  consiste à déterminer un modèle basé sur  

l‟approche cinématique de la théorie de l‟analyse limite, dans le cas du critère de Mohr-Coulomb. La 

comparaison des résultats obtenus  avec l‟approche théorique et l „approche empirique laisse conclure que le 

type de rupture du sol obtenu autour du tirant est proche de la réalité. 

 

Mots clés : Tirants D’ancrage Modèle - Approche Cinématique - Analyse Limite - Géotechnique. 

 
Abstract 

 

The anchors are known for several decodes. In particular, they are often applied successfully for the rock slope 

stabilization. Since the sixties, the anchors are used in the loose grounds by the use of the injection. The basic 

principle consists in mobilizing a certain volume of the ground, the principal difficulty in the comprehension of 

such mechanism lies in the high number of variable: Resistance of the ground, resistance of steel, dimensions of 

the perforations, characteristic of the angle of friction and dilatancy. This work presents the results of the 

theoretical study of the behavior of the anchors in a pulverulent ground which consists in determining a model 

based on the kinematic approach of the theory of the limit analysis, in the case of the criterion of Mohr-

Coulomb. The comparison between the results obtained by the theoretical approach and  empirical approach lets 

conclude that the type of rupture of the ground obtained around the anchors is close to reality. 

 

Key words: Anchors  Model - Kinematics Approach - Limit Analysis - Geotechnical Engineering. 
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1.  INTRODUCTION  

 

Les tirants d‟ancrage sont des dispositifs 

enterrés soumis à un effort de traction, ils 

sont  largement utilisés pour la stabilisation 

des talus et des structures tels que: (mur de 

soutènement, radiers, quais portuaires 

palplanches, pylônes, barrage, plateformes 

pétrolières, parois moulées…), ce qui 

explique que l‟utilisation de ce dispositif 

est devenue incontournable. Une large 

panoplie de tirant d'ancrage a été 

développée au cours de ces dernières 

décennies pour répondre aux exigences 

rigoureuses associées à l‟infrastructure 

civile moderne et les développements 

s'étaient focalisés sur: 

- L‟amélioration de l'interaction sol- 

structure tenant compte des capacités et 

des longueurs des tirants d‟ancrage. 

- La simplification des procédures 

d'installation. 

-    L‟assurance d'une activité plus rapide et 

plus longue du tirant d‟ancrage. 

A travers cette étude nous nous 

proposons d‟apporter une contribution 

pour la détermination de la charge limite 

du tirant d‟ancrage sollicité en traction 

dans un milieu pulvérulent en fonction de : 

      - La densité sèche du massif du sol 

sollicité ainsi que son angle de frottement 

interne. 

     -  La longueur de tirant. 

Tirant profit d'un outil qui jusqu'ici a été 

peu exploité dans ce domaine; la théorie de 

l'analyse limite utilisant son  théorème 

cinématique peut traiter des problèmes très 

complexes de l‟interaction sol structure: [1, 

2, 3, 4, 5, 6]  

D‟après l‟approche empirique utilisée dans 

ce travail les recommandations TA 95 [7]  

proposent une méthode qui  consiste à 

étudier  la stabilité du soutènement vertical 

d‟un massif constitué de volumes 

élémentaires de sols associés à chacun des 

tirants verticaux sollicités simultanément 

en traction. Elle considère que le volume 

réellement associé à un tirant vertical 

sollicité en traction a une forme 

grossièrement cylindrique terminée dans la 

zone de scellement par un volume conique  

 

 

 

dont le sommet se situe à l‟extrémité basse 

de scellement comme le montre la figure 1. 

 

.  

 
Figure 1. Forme réelle du tirant vertical d‟après les 
recommandations TA95 [7]. 

 

Dans des sols dont le frottement gouverne 

principalement le comportement; le 

volume cylindrique  est substitué par un 

volume conique de demi-angle au sommet 

“β “ ayant  pour axe le tirant de hauteur 

total « L » comme c‟est représenté sur la 

figure 2. 

 
 
Figure  2. Volume conique du tirant vertical en sol 

homogène à frottement interne prédominant d‟après 

les recommandations TA95 [7]. 

Avec: 

   )(. tgLr                                        (1)  

  3
... 2 L

rTu                                      (2) 

Cette observation très importante va être le 

prélude pour l‟élaboration de nos modèles 

théoriques. Nous suggérons  un modèle en 

trois dimensions avec l'utilisation du 

théorème cinématique de l'analyse limite. 

L'analyse des équations et des résultats est 

traitée par le logiciel MATHCAD 13 [8]. 
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2.  CALCUL A LA RUPTURE  
 
Le calcul à la rupture a pour objet de 

cerner un domaine de charges 

potentiellement supportables pour une 

structure dont le chargement dépend d'un 

nombre  fini de paramètres:  

-La connaissance de la géométrie d‟un 

système donné, 

-La connaissance du mode de 

chargement qui lui est appliqué, 

-La connaissance  des capacités de 

résistance des matériaux constitutifs. 

Le calcul à la rupture se fait aisément tout 

en notant que la condition nécessaire pour 

que la stabilité d‟une structure soit assurée 

et qu‟il y ait compatibilité entre les 

équations exprimant  l‟équilibre statique et 

les conditions imposées par les capacités 

de résistances. Il considère une loi de 

comportement idéaliste cette idéalisation 

nommé règle de normalité (le principe de 

normalité de Hill. [9] 

Dans l'espace des chargements, le domaine 

de ces charges est convexe et contient le 

chargement nul. Tout chargement situé en 

dehors du domaine entraînera la ruine du 

système. Mais un chargement dans le 

domaine ne pourra être qualifié que de 

potentiellement supportable. Pour 

l'encadrement des bords du domaine, les 

deux démarches "approche par l'intérieur 

“et "approche par l'extérieur "  sont 

complémentaires. La première, dite 

approche statique, se fait dans le sens de la 

sécurité. Elle consiste à exhiber un champ 

de contraintes statiquement admissible et à 

exprimer s'il satisfait au critère de rupture. 

Un certain nombre d'études ont été faites 

sur ce sujet tant pour les milieux purement 

cohérents [10] que pour les milieux 

frottants [11]. La finesse de l'approche est 

liée à l'intuition du chercheur et à sa 

capacité à réaliser le meilleur compromis 

entre un champ réaliste et des calculs 

analytiques réalisables. Les travaux 

précédemment cités ont fait l'objet de 

validation expérimentale et ces derniers ont 

montré qu‟ils s‟approchaient 

convenablement de la réalité. 

 

 

 

 

La seconde approche est dite cinématique. 

Parmi d‟autres, les auteurs précédents ont 

appliqué  cette approche aux cavités des 

sols purement cohérents. En effet, le critère 

de rupture dans ce cas simplifié, critère de 

Coulomb [12], puisque seul intervient la 

cohésion et l‟angle de frottement  et que la 

majoration de la puissance dissipée est 

explicite quel que soit le champ de vitesse 

envisagé. Le calcul de la charge limite à 

partir du principe de normalité de Hill [9] 

n'est pas vrai pour les sols frottants 

cependant les récentes études théoriques 

[13,14]  ont permis  de conclure que la 

charge limite peut être obtenue en 

employant l'écoulement plastique en 

remplaçant c et  par c
*
 et 

*
 comme suit: 

 






sinsin1

sincos
tan *


                            (3)      

 





sinsin1

coscos*


C

                                (4)
 

 

L‟application du théorème cinématique de 

la théorie de l‟analyse limite exige 

d‟égaliser le taux de travail des forces 

extérieurs au taux de dissipation d‟énergie 

interne. Nous nous proposons donc de 

développer l‟approche cinématique, et de 

voir dans quelle mesure elle est 

exploitable. 

 

3. EXPOSE DE LA METHODE ET 

CHOIX DE LA CONFIGURATION  

 

L'approche cinématique (borne 

supérieure) du calcul à la rupture est basée 

sur la conception de mécanisme virtuel de 

rupture inspiré des formes de ruptures 

observées sur modèles réduits. Elle permet 

de construire une approche par l'extérieur 

(c.à.d par excès) du domaine de stabilité la 

condition nécessaire de stabilité est 

obtenue pour chaque mécanisme en 

écrivant: la puissance Pext des efforts 

extérieurs dans les mécanismes considérés 
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ne peut excéder la puissance résistante 

maximale resPmax
correspondante :  

 
res

ext PP max                                               (5) 

 

La quantité resPmax
 est une fonctionnelle du 

mécanisme virtuel envisagé et elle ne 

dépend que du matériau.  

Elle représente physiquement la puissance 

maximale que le massif est en mesure de 

développer dans le mécanisme envisagé, 

du fait de ses capacités de résistance. 

 

4. MECANISME DE RUPTURE  

SELON LE CRITERE DE MOHR 

COULOMB ET LES HYPOTHESES  

DE CALCULS 

 
Nous développerons un mécanisme de 
rupture en trois dimensions en utilisant la 
borne supérieure de l‟analyse limite pour 
un tirant rugueux, les hypothèses du calcul 
sont les suivantes: 

- Sol non cohérent limité par une surface 

libre horizontale.  

- Un tirant incliné avec une valeur de 

frottement sol-tirant supérieur à l‟angle de 

frottement interne (δ≥φ) et il est  soumis à 

chargement statique à vitesse constante  

[16]. 

- Modèle avec un champ de vitesse 

cinématiquement admissible (la vitesse  à 

l‟interface sol-structure est supposée 

tangente au tirant d‟ancrage et inclinée 

d‟un angle de frottement) permettant le 

calcul suivant le principe de la borne 

supérieure de l‟analyse limite [16]. 

-  Les valeurs d‟angle de frottement interne 
ainsi que la densité sèche correspondante 
pour le sable d‟Hostun étaient pris suivant 
la relation mise sous un polynôme du 
second degré : 
[φ = -97,0424.d

2
+368,8507.d-304,919], 

[17].  

 

 - Le calcul est effectué pour différentes 

longueurs du tirant. 

La forme tridimensionnelle du mécanisme 
représenté sur la figure 4 résulte de la 
rotation de la forme en plan (Fig.3) autour 
d‟un axe qui passe par le milieu du tirant. 
La condition d‟angle  telle citée par 
Meksaouine [4] propose un cône d‟axe 
parallèle à la direction  du vecteur vitesse  
V0 .  

 

Figure 3. Mécanisme de rupture du sol environnant 
 le tirant incliné () en plan  et diagramme de 
vitesse  associé selon Mohr- Coulomb. 

 

 
Figure 4. Mécanisme de rupture du sol environnant 
le tirant incliné () dans l‟espace selon Mohr- 
Coulomb. 
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4.1 Vitesses 

 

A partir du diagramme des vitesses 

représenté sur la figure 3,  les expressions  

des vitesses relative et principale sont 

déduites  géométriquement en fonction de 

la vitesse initiale (V0). 

 

Vitesse du bloc: 

  
)2sin(

)sin(.V
V 0

1







                              (6) 

Vitesse relative tirant-sol: 

 

)2sin(

)sin(.V
V 0

01





                                 (7)                         

4.2 Surfaces de rupture 

 

Surface latérale du cylindre: 

LdS I ..                                              (8) 

Surface latérale du cône: 

   






cos.cos.2

)2sin(.. 2H
S II               (9) 

4.3  Poids des massifs 

 

 
3

cos.....  Lba
WDAC                        (10) 

 tgLa .                                           (11) 

 

Si  le cône ne dépasse pas la verticale 

(>):  

      tgtg
H

b
2

              (12) 

Si le cône dépasse la verticale () 

      tgtg
H

b
2

              (13) 

4.4  Energies dissipées 

 

Les dissipations d‟énergie interne dues à la 

cohésion le long des surfaces de rupture et 

de l‟interface soltirant pour le cas d‟un 

tirant rugueux (δ≥) dans  un sol  

 

 

homogène ayant une cohésion c sont 

données par les expressions suivantes : 

Le taux d'énergie interne dissipée le long 

de surface de rupture SI est égal à: 

 

)2sin(

)cos().sin(..... 0








VLdc
EOA

         (14) 

Le taux d'énergie interne dissipée le long 

de la surface de rupture SII est égal à: 

)2sin()cos()cos()2sin(2

)sin().2sin(.V..H..c
E 0

2

OA







   (15) 

 Pour un tirant rugueux (≥) la dissipation 

d‟énergie par friction d‟un sol non 

cohérent est nulle. 

4.5  Travail des forces 

Travail des forces extérieures: 

)cos(1  VWT DACDAC                     (16) 

Travail de la force gravitaire : 

0VFT                                             (17) 

4.6  Equation d’équilibre 

 

En égalisant le taux de dissipation 

d‟énergie interne au taux du travail des 

forces extérieures, on obtient la charge 

limite  : 

 iDAC ETT                                    (18) 

 

 
 

     
     
 











2sin.3

cos.sin.cos.L.b.a..

2sin.cos.cos).2sin(.2

)cos().sin().2sin(.H..c

2sin

)cos(.sin.L.d..c
F

2














 (19) 

Pour un sol pulvérulent c=0 
 

)sin(.3

)cos()sin()cos(L.b.a..
F








  (20) 
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 En effectuant une minimisation de la 

charge limite par rapport à la variable (β) 

qui définit ce mécanisme; on obtient la 

solution la plus critique. 
 
5.  APPLICATION  
 
Dans cette application, en introduisant le 

modèle dans le logiciel MATHCAD 13[8] 

permettant ainsi la visualisation de la 

forme de la charge F en 3D. 

Données: 

mL 1 ; 2
0

m

Kg
C   ;

3
1570

m

Kg
  ; 

 
 md 12,0  

deg762    ;  
180

35


   ; 
180

6


    

s

m
V 10    

Conditions aux limites: 

2,1  

Hypothèse: 

Minimisation: 

38,13,1        

Minimum    314,1, F   

Résultat  de  la minimisation:  

  KgF 510632,1314,1    

D‟après la figure 5 on constate que la 
forme de la charge limite F en 3D présente 
une forme concave (forme de cuvette) 
indiquant l‟existence d‟un minimum, donc 
d‟une butée. 
 

 

 

Figure 5. Visualisation de la  courbe de la   

charge F en fonction du paramètre ()  dans  

l‟espace. 

 

6.  RESULTATS 
 
L‟analyse des résultats obtenus à l‟aide du 

modèle répondant aux critères de la borne 

supérieure de l‟analyse limite, montre 

l‟évolution du rapport F/L
3 

qui augmente 

avec l‟évolution de l‟angle de frottement 

interne (ainsi que sa densité sèche) et il 

reste le même pour un  donné   quelle que 

soit la longueur du tirant avec la condition 

que 
2

2


    comme c‟est indiqué  

respectivement par  les figures 6, 7, 8, 9. 

 

 
 
Figure  6. Evaluation du rapport F/L 

3 
avec l‟angle 

de frottement interne  pour =0°. 

 

 

 

 

 
 
Figure 7. Evaluation du rapport F/L 

3 
avec l‟angle 

de frottement interne  pour =5°. 
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Figure 8. Evaluation du rapport F/L 

3 
avec l‟angle 

de frottement interne  pour =10°. 

 

 
 
Figure 9 Evaluation du rapport F/L 

3 
avec l‟angle de 

frottement interne  pour =15° 

Pour un tirant vertical (0°), nous 

observons après comparaison que les 

valeurs de la charge limite obtenues par 

l‟analyse limite sont largement supérieures 

(surestimées) aux valeurs tirées des 

recommandations TA 95, 1995 [7].  

Comme cela apparaît sur les figures 10, 11, 

12, 13; cela  prouve que nous avons obtenu 

une borne supérieure. 

 

 

 
 
Figure 10. Comparaison entre l‟effort obtenu par 
l‟analyse limite et les recommandations T A 95  
pour L=1 m. 

 

 
 
Figure  11. Comparaison entre l‟effort    obtenu par 
l‟analyse limite et les recommandations T A 95 
pour L=2m. 

 

 
 
Figure 12. Comparaison entre l‟effort obtenu par 

l‟analyse limite et les recommandations T A 95 

pour L=3m. 
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Figure 13. Comparaison entre l‟effort 

obtenu par l‟analyse limite et les 

recommandations T A 95 pour L=4m. 

 

7. CONCLUSIONS  
 

L‟objectif de cette étude est l‟évaluation  

de la charge de rupture en utilisant le 

théorème cinématique de la théorie de 

l‟analyse limite : pour cela un mécanisme 

de rupture est proposé dans l‟espace  qui a 

donné des bornes supérieures, les résultats 

des calculs  ont permis de tirer les 

conclusions suivantes : 

 

- La forme de la courbe donnant la charge 

limite F fonction de la variable (), est 

concave, sous forme de cuvette, ce qui 

montre bien l'existence d'un minimum, 

donc d'une butée. 

 

- Les valeurs de la charge limite qui ont été 

obtenues avec un seul prisme donnent des 

valeurs élevées par rapport aux 

recommandations TA95. Cela tend à 

prouver que le modèle proposé est à 

parfaire et la solution est de réduire le 

volume du mécanisme par l‟introduction 

d‟autres prismes afin d‟obtenir d‟autres 

bornes supérieures plus petites qui 

entraîneront automatiquement des résultats 

plus rapprochées de la valeur réelle. 

 

- Nous nous sommes limités à un modèle 

avec lignes de ruptures horizontales alors 

que normalement elles devraient être des 

courbes. 

- Les résultats de cette étude    s‟avèrent 

insuffisante pour appréhender avec 

précision les phénomènes engendrés autour 

du tirant d‟ancrage. Il apparaît donc  

nécessaire de  les compléter et les  

développer par d‟autres approches 

expérimentales  permettant d‟obtenir 

d‟autres ordres de grandeurs et de réaliser 

des études paramétriques et par des 

approches numériques permettant la 

détermination du champ de déplacement, 

de déformation et de contraintes dans le 

massif de sol environnant le tirant 

d‟ancrage et la prise en compte de la loi de 

comportement de sol élaboré et de 

conditions aux limites complètes. 

 

Ce travail propose tout de même une 

ébauche de solution à ce problème, dans le 

cas de sol frottant, jamais réalisé avec cette 

méthode qui pourra être repris par d'autres 

chercheurs pour les sols cohérents. 

NOMENCLATURE 

a Longueur du petit rayon de la base 

du cône 

b Longueur du grand rayon de la 

base du cône 

c Cohésion 

d Diamètre du cylindre  

Eij Energie interne dissipée 

F Charge limite 

L Hauteur totale de l‟axe du tirant 

H Hauteur totale du cône  

Lij Longueurs des lignes de rupture 

Pext puissance des efforts extérieurs 
resPmax

 Puissance résistante  maximale 

r Rayon de base du cône 

Sij Surface de la section de la rupture  

Tu Traction limite conventionnelle 

Tij Travail du massif du sol 

V0 Vitesse d‟arrachement du tirant 

V1 Vitesse du bloc 

Vij Vitesse relative des massifs 

Wij Poids du massif du sol 

β Demi-angle au sommet 

 Angle de frottement interne du sol 

 Angle de dilatance 

γ Poids spécifique du sol 
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